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Optimizavimo uZdaviniai. Metodika ir veiklos

Tikslas

Susipazinti su optimizavimo uZdavinio formuluote ir sprendimo metodais, matematinio
modeliavimo pradmenimis.

Rysys su bendrosiomis programomis

Informatika (algoritmai ir problemy sprendimas bendrosiose ugdymo programose yra B ir C
dalys, tokia numeracija vartojama ir ¢ia):

B. Algoritmai ir programavimas:

1. B1.)zvelgia algoritmy, programy naudaq, atpazjsta ir vartoja pagrindines sqvokas.
(Informatikos bendrosios programos projektas,
https://www.emokykla.lt/upload/EMOKYKLA/BP/PDF/informatika/INFORMATIKOS%20
BP%20projektas.%202021-03-30.pdf)

2. B3. Kuria ir vykdo algoritmus, programas. (Informatikos bendrosios programos
projektas,
https://www.emokykla.lt/upload/EMOKYKLA/BP/PDF/informatika/INFORMATIKOS%20
BP%20projektas.%202021-03-30.pdf)

Matematika:

C. Problemy sprendimas. C1. Modeliuoja jvairaus konteksto suprantamas ir prasmingas
situacijas: skaido problemq j dalis, nustato jy tarpusavio santykj, suformuluoja matematinj
klausimq/uZduotj. (Matematikos bendrosios programos projektas,
https://www.emokykla.lt/upload/EMOKYKLA/BP/PDF/matematika/Matematikos%20BP%20
projektas%202021-03-31.pdf)

Ugdomi jgadziai
Modeliuoti jvairaus konteksto prasmingas situacijas, kurti matematinj modelj, formuluoti
optimizavimo uzdavinj, parinkti jo sprendimo metodqg.
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TEORINIS PAGRINDIMAS. MEDZIAGA MOKYTOJUI

Jvadas
Kas yra optimizavimas?

Optimizavimas - tai paieska uzdavinio sqlyga apibréztoje aibéje tokio
elemento, kuriam kriterijaus reik§mé baty minimali arba maksimali.

Kaip optimizavimo sqvoka apibréZzta lietuviy kalbos Zodyne?

Zodyne pateikiamos kelios optimizavimo paskirties sampratos, atspindindios pagrindines
realias problemas.

Optimizavimas - (plg. optimizmas), optimizacija:

1. klausimo ar uzdavinio geriausio sprendimo bido radimas pagal i§ anksto nusistatytg
kriterijy;

2. matematikoje funkcijos globaliojo ekstremumo radimo procesas;

3. kompiuterio programos keitimas, iSlaikantis jos semantikq, bet sumaZinantis matmenis,
atlikimo laikq, racionaliau naudojantis kompiuterio resursus (néra operacijy pertekliSkumo ar
kartojimo);

L. ekonomikoje ekstremaliy tikslo funkcijos reik§miy apskaic¢iavimas, taikomas sprendiniy
priémimo procese, pvz., pelno didinimas arba sgnaudy mazinimas.

http://www.lietuviuzodynas.It/terminai/Optimizavimas

Programavime optimizavimas — tai programuotojo ar kompiliatoriaus atliekamas programinio
kodo keitimas, siekiant pagreitinti programos veikimg, sumaZinti naudojamgqg atmintj ar kitaip
pagerinti, nekeiiant funkcionalumo.

Saltinis: https://It.wiktionary.org/wiki/optimizavimas.

Koks uZdavinys vadinamas optimizavimo uZdaviniu?

Optimizavimo uZdaviniu vadiname tokj uzdavinj, kai yra daug jo galimy sprendiniy, kuriy
kiekvieng galima kaip nors jvertinti, o ieSkoma sprendinio, turin¢io tam tikrg (optimaliq) verte,
t. y. didZiausiq ar maZiausiq.

Aptarkime paprastq realaus gyvenimo uZdavinj.
Alergija miltams

Kai kurie vienos Seimos vaikuéiai negali valgyti patiekaly i§ tam tikros rasies milty, nes jiems
yra alergiski. Mama Barbora ruosia gimtadienio Sventei patiekalus i§ milty ir nori pagaminti
pakankamgq jvairove patiekaly, kad visi vaiku€iai rasty, ko paskanauti. Kiekvienas patiekalas
yra pagamintas is vienos rasies milty ir vaikuciai noriai jais dalijasi. Mama Barbora turi sqrasq,
kuriame nurodoma, kokiy rdsiy miltus gali valgyti gimtadienio dalyviai:


http://www.lietuviuzodynas.lt/terminai/Optimizavimas
https://lt.wiktionary.org/wiki/optimizavimas

Vardas Miltai

Barbora Kviediy, rugiy, ryziy, kokosy
Benas Kvieéiy, rugiy, migdoly
Laima Rugiy

Domas RyZiy, avizy

Vida Kvieciy, kokosy, avizy
Jonas Rugiy, ryziy

Ausra Migdoly, kokosy

Barbora noréty gaminti patiekaly i$ kiekvieny milty. Suformuluosime klausimaq:

Kiek maZiausiai patiekaly Barbora galéty paruosti gimtadienio Sventei, kad visi likty pavalge?
Galimi atsakymy variantai

A1 B)2 C)3 D)4 E)Y5 F)6

Kuris atsakymas yra teisingas?

UZduoties aptarimas:
e Akivaizdu, kad Barbora batinai turi pagaminti patiekalq i$ ruginiy milty Laimai.
e Barbora, Benas ir Jonas taip pat jj galés valgyti.

e Like vaikai neturi bendry tinkamy valgyti milty, todél reikés dar bent dviejy patiekaly.
Tinkamy milty poros gali bati: ryziy ir kokosy, migdoly ir avizy arba kokosy ir avizy.

Taigi teisingas atsakymas bus C.

Galime rasti daug panasiy realaus gyvenimo pavyzdziy ir kitomis temomis.

Kas yra optimalus?

Toliau i§samiau aptarsime optimizavimo apibrézimo ketvirtgjj atvejj — ekonomikos ekstremaliy
tikslo funkcijos reik8miy apskaiciavimg.

Kaip suprantame sqvokq optimalus?

Jau nuo neatmenamy laiky Zmonés sprendzia optimizavimo uzdavinius — ieSko optimaliy, tam
tikrais aspektais geriausiy alternatyvy, siekia tobulumo jvairiose veiklos srityse. Zmonés
visada sieké didesnio patogumo, naudos, pelno sunaudodami kuo maZiau pastangy ir 1€8y.

Kur realiomis sglygomis sutinkami optimizavimo uzdaviniai?

1. Ekonomikoje siekiama, kad pelnas ir pardavimai turi bati kuo didesni, o iSlaidos — kuo
maZesnés.

2. Programuotojai nori sukurti programas, kad programuotojo ar kompiliatoriaus
atliekamas programinio kodo keitimas pagreitinty programos veikimq, sumaZinty naudojamgq
atmintj, nekeiéiant funkcionalumo.

3. Kompiuteriy specialistai nori taupyti kompiuteriy tinkly resursus ir apkrovas, todél
sprendzia resursy paskirstymo optimizavimo uZdavinj.

4. Matematikai nagrinéja matematinés funkcijos globaliojo ekstremumo radimg.



Pirmiausia aptarsime ZodZio optimalus (arba optimumas) paskirt;.

Zodis ,optimalus® (lot. k. optimus - geriausias) apibréfiamas kaip tinkamiausias,
palankiausias, geriausias. https://www.lietuviuzodynas.lt/terminai/Optimalus

Daug sgvoky gimé i§ ZodZio ,,optimalus®:

e optimumas: 1. palankiausiy sqglygy visuma; 2. geriausias tikslo siekimo buddas
esamomis sqlygomis.

e optimizacija — geriausio sprendimo, varianto radimas.

Truputis istorijos

Optimumo terming jvedé G. Leibnicas (Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz) 1710 metais.
Tacdiau senovés graiky matematikai Euklidas ir Heronas i§ Aleksandrijos jau sprendé
optimizavimo uzdavinj, mégindami jrodyti, kad optinése sistemose Sviesa renkasi trumpiausiq
kelig.

Optimaliy sprendiniy paieskos uzdaviniai buvo aktualls seniau, tokie yra ir Siandien. Seniau
tokie uzdaviniai buvo sprendzZiami intuityviai, véliau — matematiniais metodais. Dar pries
misy erqg senovés graiky matematikas Euklidas aprasé, kokiais bldais galima nubrézti
ilgiausiq ir trumpiausiqg atkarpg, jungiandiq taskg su apskritimu, matematiniais metodais
jrodé, kokia turi bati lygiagretainio forma, kad jo plotas baty didZiausias.

XVIl ir XVIIl a. Yymis pranciizy matematikas Zozefas Lui Lagranzas (pranc. Joseph-Louis
Lagrange) pasitlé optimizavimo uzdaviniy su lygybiniais apribojimais sprendimo metodus.
XIX a. viduryje Vilniaus universiteto profesorius Zigmantas Revkovskis (lenk. Zygmunt
Rewkowski) taiké matematikos metodus geleZinkelio tiesimo darby organizavimui pagerinti.

XX a. atsirado naujos klasés uzdaviniai, susije su tkio ir jmoniy valdymu, optimaliu istekliy
paskirstymu, optimaliy sprendimy priémimu, kai tenka atsizvelgti j daug veiksniy, todél buvo
sukurti nauji optimizavimo metodai. Prasidéjo tiesinio programavimo teorijos ir simplekso
metodo plétra.

1947 m. amerikiec¢iy matematikas DZordZas Dancigas (angl. George Dantzig) sukaré
simplekso metodg — pagrindinj Siuo metu tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimo
metodq. Véliau paaiskéjo Sio metodo svarba jvairiems praktiniams valdymo ir projektavimo
uzdaviniams spresti.

Labai aktyviai optimizavimo teorija ir metodai (tiesinis programavimas, netiesinis
programavimas, dinaminis programavimas ir kt.) buvo plétojami, kai atsirado kompiuteriai
(anuo metu jie pas mus buvo vadinami elektroninémis skai¢iavimo masinomis — ESM), sudare
galimybe spresti pakankamai sudétingus ir didelés apimties optimizavimo uzdavinius.

XX a. SeStajame deSimtmetyje optimizavimo uzdaviniai pradéti spresti ir Lietuvoje. Paminétini
Lietuvos mokslininkai: Jonas Mockus sprendé elektros tinkly optimizavimo problemas,
Aleksandras Cyras pritaiké matematinio programavimo metodus statybiniy konstrukcijy
optimizavimui, Edmundas Kazimieras Zavadskas tobulino daugiakriterinius optimizavimo
metodus.

Siuo metu Leonidas Sakalauskas tiria netiesinio ir stochastinio optimizavimo metodus,
Antanas Zilinskas — globalig optimizacijq.
Koks taskas optimalus?

Optimalus taskas — tai taskas, kuriame gaunamas maksimumas esant maZiausioms
reik§méms arba minimumas esant didZziausioms reik§méms.


https://www.lietuviuzodynas.lt/terminai/Optimalus

Kokie mokslai tyrinéja optimizavimo problemas?

Zmonijos poreikiai auga, todél dabar optimizavimo uzdaviniai yra sutinkami jvairiose mokslo
ir pramonés srityse. Dél sparcios technologijy plétros formuluojami vis sudétingesni, daug
skai€iavimo resursy reikalaujantys optimizavimo uzdaviniai.

Optimizavimas yra vienas seniausiy moksly, kuris persikelia ir j kasdienes misy veiklas.
Optimizavimo problemas sprendZia daugelis moksly, jvairiy sri¢iy inZinieriai, verslo atstovai,
taip pat ir matematikai. Informatikai tyrinéja algoritmy optimalumq ir jy taikymag praktikoje.
Optimizavimo teorija ir optimizavimo metodus realizuojanéios programinés jrangos kirimas
yra spardiai plétojama informatikos mokslo Saka.

Ko siekia verslas savo veikloje?

Pavyzdziu pasirinksime ir iSsamiau aptarsime optimalaus istekliy naudojimo uZdavinj, nes juo
lengviau suprasti tiesinio programavimo uzdavinj.

Pagrindinis verslo uzdavinys - racionalus Gkio organizavimas. Ukinéje veikloje daZznai
ieSkomos optimalios ekonomikos parametry reikSmeés, nes riboti resursai bei technologijy
galimybés liepia pasirinkti vieng i$ keliy galimy varianty. Todél jmonés vadovui praktiniame
darbe daznai tenka priimti jvairius sprendimus, pavyzdziui:

e Kaip suplanuoti gamybg ar panaudoti turimus isteklius, kad gautas pelnas uz
pagamintqg produkcijg bty didziausias?

e Kaip siuvéjui sukirpti medZiagq, kad bty kuo maZiau atlieky?

e Kaip paskirstyti transportq produkcijai i$ pasiskirstymo punkty (pvz., sandéliy) pervezti
jvairiems uzsakovams reikiamais kiekiais, kad bendrosios vezimo islaidos bity minimalios?

e Kaip suprojektuoti statybine konstrukcijg, kad ji bity pakankamai stipri, standi ir kiek
galima pigesné?

e Kaip nuvykti i§ tam tikro tasko j tam tikrg punktq (objektq) trumpiausiu marsrutu?
e Kaip paskirstyti kompiuteriy tinkly resursus ir apkrovas vartotojams?
Kiekviena jmoné stengiasi savo veiklas ir gamybos procesus analizuoti ir optimizuoti, nes:

e tai neiSvengiamas ir batinas procesas kiekviename versle.
e juo siekiama iSlaikyti pranasumgq rinkoje.

Optimizavus verslo procesq sumazinamos jmonés sqnaudos, todél verslo pelningumas auga.
Jei verslo procesai yra neveiksmingi, jmoné ar organizacija kencia nuo dideliy valdymo islaidy
ir pelno trikumo.

Optimizavimo uzdavinys

Daugelis gamybos planavimo ir ekonominiy uzdaviniy yra susije su riboto kiekio istekliy, pvz.,
Zaliavy, darbo jégos, energijos, kuro ir kt. pasiskirstymu. DaZnai turimus isteklius galima
paskirstyti ir panaudoti ne vienu, o keliais bldais. Taip gali bati suformuluojomas matematinis
uzdavinys: rasti geriausiq iStekliy paskirstymo plangq, kuris duoty didZiausiq ekonominj efektq.
IStekliy panaudojimo problemai spresti gali bati naudojami jvairis matematiniai metodai.
Tam reikia bandyti tarp kintamuyjy ir riboty iStekliy bei siekiamy tiksly nustatyti matematines
priklausomybes. Jeigu tos priklausomybés yra tiesinés, tai bus taikomi tiesinio programavimo
uzdaviniy sprendimo metodai. Optimalaus istekliy naudojimo problemos sprendimg



paprasdiausia suprasti taikant simplekso metodq. Siuo metodu gaunamas optimalus
sprendinys ir galima atlikti jo analize.

Suformuluosime Sios temos tikslus:
e |gyti sampratqg apie tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimg;
e |Smokti parengti paprastus matematinius modelius;

e ISmokti spresti tiesinio programavimo uzdavinius bent vienu metodu, pavyzdziui,
grafiniu ar simplekso metodu.

e Bandyti atlikti optimalaus sprendinio analize.

e SusipaZinti su programine jranga, padedandia iSspresti minétus uzdavinius.

Optimizavimo uZdavinio bendrasis pavidalas

Tarkime, kad konkreéios jmonés veikloje reikia priimti optimaly sprendimqg dél gaminamos
produkcijos asortimento kiekio, siekiant gauti kuo didesnj pelng. Jmonés specialistai Zino:

e kiek ir kokiy istekliy reikia gamybai,

e kokig produkcijg galéty gaminti.
Be to, specialistai apskaiciavo, kokj pelng galéty gauti pardave pagamintos produkcijos
vienetq. |monés specialistams reikia padéti jvertinti, kiek ir kokios produkcijos baty galima
pagaminti i§ turimy iStekliy. I8kyla uzdavinys, susijes su riboto kiekio iStekliy (zaliavy,
energijos, kuro ir kt.) paskirstymu. DazZnai turimus iSteklius galima paskirstyti ne vienu, o
keliais budais.

Taip formuojasi uzdavinys — rasti geriausiq iStekliy paskirstymo plang, kuris duoty didzZiausiq
ekonominj efektq. Aisku, kad tokie uzdaviniai turi daug sprendiniy.

Pirmiausiai analizuojant situacijq atrodo, kad reikéty gaminti tik tokiq produkcijq, uz kurios
vienetg gaunamas didZiausias pelnas. Bet kiekvienos produkto rGsies gamybai gali bati
sunaudojami skirtingi iStekliy kiekiai. Situacija sudétingéja, kuo daugiau yra gaminamy
produkty rasiy ir kuo jvairesniy iStekliy rasiy sunaudojama jy gamybai.

Tarkime, gamybos planus ir pelng riboja turimi Zaliavy istekliai ir jrenginiai. Sias sglygas
aprasysime matematinémis lygtimis arba nelygybémis (trumpiau vadinsime sqlygomis):

gi) =(=2)bi,i=1,2,....,m Q)

¢ia gi apraso istekliy naudojimo priklausomybes, pvz., darbo laiko ar Zaliavy sgnaudas,
kroviniy vezimo apimtj ir kt.;

x; — gaminamos produkcijos kiekis;
bi — ribojimy laisvieji nariai, pavyzdziui, turimy istekliy kiekis;
j=1, 2,... ..., n — produkcijos rasis.

Ribojimuose (1) griezty lygybiy skaicius blina maZesnis uz neZinomuyjy skaiciy. Tai reiskia, kad
leistiny sprendiniy yra labai daug. Tada iskyla geriausio sprendinio parinkimo problema.

Kiekvienas leistinas iStekliy paskirstymo sprendinys gali bati vertinamas atitinkama tam tikro
kriterijaus (pvz., pelno) reik§me. Todél visy pirma reikia nustatyti, pagal kokj poZymj bus
parinktas tinkamiausias rezultatas. ISrinkti tinkamg sprendinj yra natdralus siekis, bet toks
jvertinimas yra subjektyvus. Todél pasirinkus tam tikrg optimalumo kriterijy — tikslo funkcijg



f(x), — galime leistinus sprendinius palyginti ir atrinkti mums tinkamq. Taip gausime optimaly
sprendinj.

Tokiu badu uzdavinys, kuriame i§ daug leistinyjy sprendiniy reikia rasti optimaly sprendin;j
(pvz., trumpiausig marsrutg, didZiausiq pelngq ir kt.) vadinamas optimizavimo uZdaviniu.

Kokia yra optimizavimo uZdavinio matematinio modelio apibendrinta forma?

Optimizavimo uZdavinio matematinio modelio apibendrintos formos bus dvi:

1. rasti
f(x)—> max,
kai
g() =(=2)bi,i=1,2,. ..om (2)
x;z 0
2. rasti
f(x)~ mix,
kai

gix) = (=2) bi,i=1,2,......m (3)
X = 0

Ekstremumo uzdaviniai, kai siekiama nustatyti tikslo funkcijos ekstremalig reik§me esant tam
tikriems apribojimams, yra vadinami matematinio programavimo uzdaviniais.

Apribojimy sistema (2), (3) apraso optimizavimo uZdavinio leistinyjy sprendiniy sritj.

Kasdieninéje veikloje daZnai optimizuojama intuityviai, nesinaudojama jokia teorija. Tadiau
svarbiais atvejais stengiamasi uzdavinj suformuluoti jvertinant visas sqlygas ir jj iSspresti
specialiais metodais.

Optimizavimo uzZdaviniy esant ribojimams sprendimo teorija ir metodai yra vadinami
matematiniu programavimu. Buvo sukurti metodai optimaliam ekonominiy, transporto,
kariniy programy sudarymui.

IS optimizavimo uZduoties aptarimo matyti, kad norint sékmingai iSspresti optimizavimo
uzdavinj, batina turéti jo matematinj modelj. Todél toliau aptarsime, kaip sudaryti
optimizavimo uZdavinio matematinj model;.

Kaip sudaromas optimizavimo uZdavinio matematinis modelis?

Matematinis modelis — tai sistema matematiniy iSraisky, kurios apraso pagrindines
modeliuojamo reiskinio savybes, rodiklius ir jy rysius.

Nuo ko pradéti sudaryti nagrinéjamo uZdavinio matematinj model;j?

Bendry rekomendacijy modelio sudarymui néra. Procesas yra nestandartinis, kiekvieng kartq
gali reikalauti vis kitokio priéjimo, iSradingumo ir kirybingumo. Jo negalima vykdyti pagal
Sablong. Vis délto kai kuriuos bendrus reikalavimus bandysime suformuluoti.

PIRMA, issiaiskinti:
*  kokj kriterijy tikslinga optimizuoti,



*  kokie uzdavinio parametrai gali bati kei¢iami ir kokioje srityje jie gali kisti, t. y., reikia
apibrézti:

1) kintamuyjy vektoriy

2) tikslo funkcijq

3) leistingjg sprendiniy srit;.

ANTRA, reikia:

e turéti pakankamai Ziniy apie nagrinéjamgq sritj, kad baty galima sudaryti algoritmq
tikslo funkcijos ir ribojimus apibrézianciy funkcijy reiksméms apskaiciuoti.

e remiantis matematinio modelio savybémis ir optimizacijos teorijos rezultatais
parenkamas tinkamas metodas suformuluotam optimizavimo uZzdaviniui spresti.

Jei problema yra gerai suformuluota, tai modelio sudarymui yra pasiruosta:
1. i8skirti esminiai modeliuojamos situacijos faktoriai,
2. apsispresta dél jvairiy tipy kintamyjy skaiciaus ir jy rysiy,
3. paruosti formaliam uzrasymui sistemos tikslai,
4

. i8siaiskinta, ar yra Zinoma uZdaviniy klasé, kuriai baty galima priskirti nagrinéjamg
situacijq.

Matematinio modelio sudarymo planas:

e Kadangi verslo veiklos dalyviy interesai skirtingi, pvz., gamintojas nori gauti didesnj
pelnq, o vartotojas — pirkti kuo pigiau, todél formalizuojami veiklos dalyviy interesai,
apibréZiami kintamieji ir sudaroma tikslo funkcija.

e Planuojant tkine veiklg atsizvelgiama j galimybes, taip suformuluojami ribojimai.

e Tada apribojimai isreiskiami lygtimis, nelygybémis ir kt.

e Sudaroma uzdavinio leistinoji sprendiniy sritis.

Modelio sudarymas pradedamas nuo modelio kintamuyjy ir jy tipo.
Kas yra modelio kintamieji?

m  Modelio neZinomuyjy visuma priklauso nuo uzduoties formulavimo etape iSskirty esminiy
faktoriy.

m Jie galutinai formalizuojami — isreiskiami kiekybiskai, — paZzymimi raidémis ir susiejami
matematinémis priklausomybémis.

m  Kintamieji atspindi ieSkomq sprendinj. Pvz., jei norime:
1) nuspresti, kiek gaminsime kuriy nors produkty, tai kintamieji reik§ gamybos apimtis;
2) jei sprendZiame, kiek pirkti — jie rodys pirkimo apimtis,
3) jei norime racionaliai nustatyti kainas, kintamieji rodys kainy dydZius;
Apie duomenis...

Duomeny rinkimas ir jvertinimas — ilgas ir nelengvas darbas. Renkant duomenis, naudinga i$
anksto Zinoti:

1) kurie i$ jy ypatingai svarbis formuluojant ir sprendZiant sudaromq modelj,

2) kurie maZziau jtakoja jo rezultatus.



Kai kuriy skaitiniy reikSmiy gali nereikéti i§ viso, uztenka Zinoti jy jvertinimus, pokycio
intervalus (teigiamas, maZesnis uz vienetq ir pan.). Tai leidZia racionaliau organizuoti
duomeny rinkimo darbg.

Apie apribojimus

Nustatant optimalumo kriterijy kartu nustatomos ir sqglygos, kurioms esant optimalumas
privalo bati pasiektas. Tai apribojancios sqglygos. Pvz., transporto uzdavinio sqlygoje siiloma
rasti tokig veZzimy programg, kuri uztikrinty jmonés maziausias iSlaidas. Optimalumo kriterijus
Siuo atveju yra maziausios iSlaidos. Kartu uZdavinyje turi bati nurodytos ir kitos uzdavinio
sqlygos, kuriy reikia laikytis, siekiant tikslo funkcija uzsibrézto tikslo. Tai gali bati:

1) ribotas transporto priemoniy kiekis,
2) ribotos iSlaidos remontui,
3) ribotos degaly sgnaudos,

4) riboti materialiniai istekliai ir kt.

Kintamyjy neneigiamumas

Kintamyjy neneigiamumo sqlyga rodo, kad jeinantys j matematinj modelj kintamieji turi bati
teigiami skaiciai arba lygds nuliui. Kitaip tariant, ekonominiuose uzdaviniuose negali bati
neigiamy kintamuyjy reik8miy, pvz., stakliy, Zmoniy, transporto priemoniy ir t. t.

Kokia gali bati optimalios Gkinés veiklos planavimo uZdavinio formuluoté?

Masy tikslas yra leistinoje sprendiniy srityje rasti kintamyjy rinkinj, su kuriuo tikslo funkcija
jgyja optimaliq reik8me. Jei tikslo funkcija ir apribojimai tiesiniai, tai gauname tiesinio
programavimo uZdavinj.

Tikslo funkcija gali bati:

* maksimizuojama (pvz., didesnis pelnas),

* minimizuojama (pvz., maZesni nuostoliai),

» prilyginama konkreciai reik§mei (pvz., fiksuotas pelnas).
Kas sudaro optimizavimo uZdavinio matematinj modelj?
e tikslo funkcija f(x), iSreiskianti pasirinktg optimalumo kriterijy,
e apribojimai,
e ribinés sqglygos.
Tiriamojo objekto matematinis modelis padeda:
1) geriau suvokti nagrinéjamq uzdavinj,
2) palyginti skirtingus jo sprendinius,

3) jvertinti vieno kintamojo poveikj kitiems kintamiesiems.

Suformuluoto uZdavinio sprendimas

Pirmiausia reikia i$siaiskinti gauto uzdavinio sprendimo metodus ir algoritmus. Sudarytas
modelis ir jj atitinkantis uzdavinys priklauso kuriai nors Zinomai uzdaviniy klasei, vadinasi,
Zinomi ir jo sprendimo metodai. Gali atsitikti, kad uzZdavinio formulavime yra kai kuriy
nestandartiniy elementy. Tada tenka ieskoti bady, kaip juos ,standartizuoti®, t. y. pritaikyti
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prie jau Zinomy sprendimo schemy arba dél jy modifikuoti pacius Zinomus sprendimo
metodus. Jei modelis priklauso Zinomai uzdaviniy klasei, tai paprastai yra prieinamos ir
kompiuterinés jo sprendimo priemonés (programiné jranga), kurias belieka teisingai pasirinkti
ir panaudoti.

Modelio sprendimo etape ar iki jo turi bati:
m surinkti visi reikalingi duomenuys,

m jvertintos kintamuyjy priklausomybés.

Ar reikalingas sudaryto modelio tyrimo etapas?
m  Sudarius modelj, labai svarbu atlikti jo tyrimq.
m Tiriama, ar modelis pakankamai gerai atvaizduoja modeliuojamgq situacijq.

m Modelio sprendiniai turi teisingai (pagal pacéios modeliuojomos situacijos logikq)
reaguoti j jvairius parametry ir duomeny pasikeitimus, tikrovéje stebimus reiskinius.

m Pavyzdziui:
1) padidéjus gaminamo produkto paklausai, pelnas turéty bent jau nesumazéti,
2) jdiegus paZangesne, taupesne gamybos technologijg — padidéti.

m Ypad ripestingai reikia patikrinti modelio reakcijq | ,krastutines® (esancias ties pacia
modelio prielaidy galiojimo riba) parametry reikSmes.

Optimizavimo uzdaviniy tipai

Optimizavimo uzdaviniy tikslo funkcija ir apribojimai gali bati jvairds. Todél ir uzdaviniai yra
skirtingi. Pagal tikslo funkcijos ir apribojimy tipg optimizavimo uZdaviniai skirstomi j grupes.
Aptarsime keletq jy tipy.

e Tiesinio programavimo uZdaviniai, kai tikslo funkcija ir visi apribojimai aprasomi
tiesinémis funkcijomis. Sprendimo poZidriu tai patys paprasciausi optimizavimo uZdaviniai.
Tokie uzdaviniai iSkyla kuriant optimaly gamybos su ribotais resursais plang. Pavyzdziui,
nustatant optimalius mitybos racionus. Tokiy uZdaviniy sprendimui tinka universalus
simplekso metodas. Praktiniai uzdaviniai pasizymi dideliu nepriklausomy kintamuyjy kiekiu,
todél jy sprendimui naudojama speciali programiné jranga.

e Kvadratinio programavimo uzdaviniai, kuriuose tikslo funkcija turi kvadratine formaq, ir
visi apribojimai aprasomi tiesinémis funkcijomis.

e Dinaminio programavimo uzdaviniai modeliuoja procesq, priklausantj nuo laiko.

e Netiesinio programavimo uZdaviniai, kai tikslo funkcija f(x) arba bent vienas
apribojimas yra netiesinis. Universaliy tokiy uzdaviniy sprendimo metody néra. Kiekvienu

konkreciu atveju parenkamas sprendimo metodas atsizvelgiant j tikslo funkcijos ir ribojimy
tipus.
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Kokie yra tiesinio programavimo uzdavinio sprendimo metodai?

Pastebésime, kad optimizavimo uZzdavinio sprendimas néra paprastas, todél mokslininkai ir
Siandien nagrinéja Sias problemas ir pasidlo jvairius jy sprendimo metodus.

Kaip i$spresti optimizavimo uZdavinj?
1. Parenkamas matematinio modelio sprendimo metodas.
2. Sudétingiems modeliams analiziniy sprendimo metody néra.
3. Tada reikia parinkti skaitinj metodq ir sudaryti uzdavinio sprendimo algoritmg.
4

. Sprendimo algoritmas uzrasomas pasirinkta programavimo kalba arba sprendziamas
naudojantis jau esamomis programomis.

5. Atliekami skaiiavimai kompiuteriu (daZnai vykdomi ir lygiagretis skaiiavimai).
6. Atliekama gauty rezultaty analize ir testavimas.
7. Prireikus matematinis modelis, skaitinis sprendimo algoritmas yra tikslinami.

Tiesinio programavimo uzdavinys yra daznai naudojamas optimaliems sprendimams priimti.
Tokius uzdavinius galima spresti tiek analitiniu, tiek grafiniu biddu. Pabandysime suvokti tokiy
uzdaviniy sprendimq, nagrinédami konkrety pavyzdi;.

Jei uzdavinys turi daug sprendiniy, tada kyla klausimas — kuris sprendinys geriausias?
Tam reikia nustatyti, pagal kokj optimalumo pozymj bus renkamas tinkamas rezultatas,
t. y., tikslo funkcija.

Tiesinio programavimo uzdavinj galima spresti Siais metodais:
1) analitiniu,
2) grafiniu.

I$ pradziy panaudosime grafinj metodq — bus lengviau suprasti uzdavinio sprendimo esme.

Grafinis uZdavinio sprendimas
Grafinio sprendimo ypatumai:
* Vaizdus ir lengviau suprantamas;

» SprendZiami tik su nedideliu kintamuyjy skaiiumi (2 ir 3) uzdaviniai;

* Praktiniuose skai€iavimuose n-matéje erdvéje figliros nevaizduojamos, nes kintamuyjy
gali bati daug;

* Optimalls sprendiniai yra leistiny sprendiniy srities vir§tniy koordinatés.

Pavyzdys
Duota:
e Nelygybiy sistema (apribojimai):
Ox¢+ Bxo= L45;
S5xi+ 28x2 = 140;
6x1 + 7,5%2 = 45;
e Parenkamas optimumo kriterijus, t. y. tikslo funkcija:
f = x4+ xo—> max.
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e Kintamuyjy neneigiamumas: x1z 0, x2 = 0
Reikia rasti optimaly sprendinj f.

Kadangi kintamyjy skaic¢ius yra mazas (n = 2), §j uzdavinj bandysime i$spresti grafiniu bidu.
Optimalaus tasko koordinates x; ir xo nustatysime i$ grafiko (1 pav.), tada apskaic¢iuosime
maksimalig tikslo funkcijos f reikSme.

UZdavinio sprendiniai bus vaizduojami plok§tumoje. Kiekviena nelygybé geometriskai
nusako pusplokstume. Kintamyjy neneigiamumo sglygos nusako pusplok§tumes, apribotas
tiesémis x; = 0 ir xo = 0.

Pusplok$tumiy apribota plok§tumos sritis (daugiakampis) sudaro leistinyjy sprendiniy sritj,
kuri yra daugiakampis. To daugiokampio visy tasky koordinatés turi tenkinti uZzdavinio
ribojimy sistemq. Todél norint patikrinti, ar teisingai nustatyta leistinyjy sprendiniy sritis,
reikia patikrinti, ar daugiokampio visy virsiniy ir bet kurio vieno vidinio tasko koordinatés
tenkina uzdavinio apribojimy sistemq. Nelygybiy sistemos sprendiniai bus tasky, esanciy
daugiakampyje, koordinatés. Aisku, kad daugiokampyje yra daug tasky, todél nelygybiy
sistema turi daug sprendiniy.

Kuris Sios srities taskas bus didziausia tikslo funkcijos reik§mé? Kitaip sakant, kurio tasko
koordinatés yra nagrinéjamo tasko sprendinys?

Norint tai i§siaiskinti reikia nubraizyti bet kurig tikslo funkcijos lygio tiese, pvz., xi+ x2 =0 ir
stumti jg lygiagredciai tikslo funkcijos didéjimo kryptimi, kol ji ir leistinoji sritis turés bent vieng
bendrg taskq. Bandysime panagrinéti tikslo funkcijg f. Kadangi ji yra tiesiné, tai vienam
kintamajam priskyrus reik§me O, antrasis sutampa su funkcijos f reikSme.

Apskaic¢iuosime tikslo funkcijos reikS§mes leistiny sprendiniy srities virsinése:
1. Taske (O, 0) tikslo funkcija f jgyja reik§me nulis.
2. Taske (3; 3,6) funkcijos f reik§mé yra 6,6.
3. Taske (1,6; 4,7) funkcijos f reik§mé yra 6,3
4. Taske (O, 5) funkcijos f reiksmé yra 5
5. Taske (5, 0) funkcijos f reik§mé yra 5.

Optimalus sprendinys bus leistinosios srities taskas, kuriame tikslo funkcija f jgyja maksimaliq
reikSme. I$ grafiko matome, kad optimalus sprendinys f = 6,6 yra taske (3; 3,6). Pastebime,
kad optimalus sprendinys yra leistiny sprendiniy srities vir§tnéje.

1 pav. Nelygybiy sistema.

Grafinio uzdavinio sprendimo plok§tumoje taisykles galima pritaikyti ir trimatéje erdvéje,
kurioje leistiny sprendiniy sritis bus daugiabriaunis.
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Analitinis uZdavinio sprendimas. Simplekso metodo idéja
Analitinio uzdavinio sprendimo idéja yra tokia pati, kaip ir grafinio:
1) nuosekliai perZitGrimos leistiny sprendiniy srities virstnés,
2) vienoje i$ jy randamas optimalus sprendinys.
Tokiy tiesiniy uZdaviniy sprendimui dazniausiai naudojamas simplekso metodas.

Tiesinio programavimo uzdaviniy analitiniam sprendimui buvo sukurtas kryptingo viriniy
perZitréjimo algoritmas. Pagal §j algoritmg perziGros metu nuo vienos virSiinés iki kitos
einama tokia kryptimi, kuria tikslo funkcijos reik§mé artéja prie optimalios. Tokia yra
simplekso metodo idéja.

Simpleksas (lot. simplex — paprastas) yra geometriné sqvoka, kuria apiblidinamas tam tikro
matavimy skai¢iaus daugiasienis. Metodas taikomas tiesinio programavimo uzdaviniuose,
sprendziant optimizavimo problemas.

Kokia Sio metodo idéja?

e UZdavinio sprendimo idéja — leistiny sprendiniy srities virSniy perzitréjimas, vienoje i$
kuriy yra optimalus sprendinys.

e Perzilros metu nuo virsunés iki kitos einama tokia kryptimi, kuria tikslo funkcijos
reik§mé artéja prie optimalios reikSmeés.

Algebriniu bidu Sis metodas apraSomas optimumy paieska n-matéje erdvéje. Tai specialus
kryptingo vir§niy perzitréjimo algoritmas.

Aptarsime simplekso metodo esme spresdami konkrety tiesinio programavimo uzdavinj.
Sakykime, duota tikslo funkcija f
f =5x+4y+ 3z + g - max,

ir apribojimai

x—3y—6g=11,

y+z+29=13,

X, v,z g=0.

Bazinius kintamuosius x ir z iSreiSkiame laisvaisiais kintamaisiais y ir g:

x=11+3y + 6g,

{ z=13—-y—12g.
Perskaiciuojame tikslo funkcijos ir laisvyjy kintamyjy jvertinimo reikSmes bei sudarome
simplekso lentele:

ff=5-114+3-13 = 94,
yy=5:-(=3)+3:-1—-4=-16,
gg=5-(—6)+3-2—-1=-25.

Pradinis atraminis sprendinys néra optimalus, nes f eilutéje yra neigiamy jvertinimy:

-y =g sprend.
X = -3 -6 11
zZ= 1 2 13
f= -16 -25 94
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Pagal mazZiausig neigiamq jvertinimg pasirenkame g stulpelj. Pagal maziausig simplekso
santykj pasirenkame antrq eilute.

Sukeite bazinj kintamgjj z ir laisvgjj kintamgjj g vietomis bei atlike tam tikrus skaic¢iavimus,
gauname naujg simplekso lentele:

-y |l -z sprend
X = 0 b 3 50
g= 1/2 1/2 13/2
f= -7/2 25/2 | 51372

Atraminis sprendinys vél néra optimalus, nes f eilutéje dar yra neigiamas jvertinimas.

Pagal maziausig neigiamg jvertinimq pasirenkame antrgjj stulpelj. Pagal maZiausig simplekso
santykj pasirenkame antrq eilute.

Sukeite bazinj kintamgjj g ir laisvgjj kintamgjj y vietomis bei atlike tam tikrus skai¢iavimus,
gauname naujg simplekso lentele:

-g -7 sprend
X = 0 3 50
y = 2 1 13
f= 7 16 302

Dabar jau f eilutéje nebeliko neigiamy jvertinimy, tad $i lentelé nusako optimaly sprendin;j:
x° = (50,13,0,0), f(x®)max= 302.

Siuo metu tokiy uZdaviniy sprendimg palengvina kompiuterinés matematikos sistemos,
kuriose yra specialios komandos optimizavimo uZzdaviniams spresti.

Anks€iau sprestg uzdavinj galima iSspresti kompiuterinés matematikos sistemos MAPLE
komandomis:

[> restart;
with(plots);
with(simplex);
sistema := {x-3*y-6*g = 11, y+z+2*g = 13};
funkcija := 5*x+4*y+3*z+g;
salygos :={g >=0,x>=0,y >= 0,z >= 0};
sprend := maximize(funkcija, ~union’ (sistema, salygos));
f := 5*sprend[2]+4*sprend[3]+3*sprend[4]+sprend[1];
sistema = {x—3y—6g=11,y+z+2g=13)}
Junkcija:=5x+4y+3z+g
salygos ={0<g0<x0<yy 0Lz}
sprend:= {g=0,x=50,y=13,z=0}
f=5x+4y+3z+ g=302

Pastebime, kad gavome tqg patj optimaly sprendinj kaip ir ankséiau spresdami.
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Koks praktinis optimizavimo uZdaviniy sprendimas?

Optimizavimo uzdaviniy sprendimas yra aktualus jvairiose srityse. Todél XXI a. optimalds
sprendiniai néra ieSkomi popieriaus lape su rasikliu. Siuo metu yra daug specializuotos
programiné jrangos, palengvinanéios optimizavimo uzdaviniy sprendimg.

Paprascéiausias bidas yra panaudoti elektronines lenteles — jos patogios, nes pakanka Zinoti
pagrindinius tokiy uzdaviniy sprendimo principus ir jy aprasymo priemones. Sprendiniy
paieskq galima atlikti automatiskai, naudojantis ,,Microsoft Excel” sprendimo priedu ,,Solver®.

UZdavinys sprendziamas keliais etapais:
e Sukuriamas uZdavinio sprendimo matematinis modelis
e Sukuriamas algoritmas modeliui realizuoti
e Algoritmas realizuojamas specialia komanda
e Randamas sprendinys
e Vykdoma optimalaus sprendinio analizé
e Vykdomas sprendimo priémimas
Kokia programine jranga galima realizuoti kompiuterinj modelj?

Optimizavimo metody bei juos realizuojanéios programinés jrangos kirimas yra aktyviai
plétojama mokslo ir technikos Saka. Programinés jrangos rinkoje egzistuoja daug komerciskai
platinamy bei nemokamy programiniy produkty, kurie skirti optimizavimo uZdaviniams
spresti. Renkantis programinés jrangos kirimo priemone optimizavimo uzdaviniams realizuoti
naudinga bity atsizvelgti j jos naudojimo patogumq ir naujumq. Pavyzdziui, daug nedideliy
tiesinio (ir ne tik tiesinio) programavimo uzdaviniy galima spresti netgi paprastomis ,,Microsoft
Excel” priemonémis, o didesniems ir sudétingesniems panaudoti kompiuterines matematikos
sistemas: pvz., SAS, R, MAPLE, MATLAB, SPSS ir kt.

Microsoft Excel

* Nedideliems tiesinio programavimo uZdaviniams spresti gerai tiks ,Microsoft Excel®
skaigiuoklés priedas ,.Solver®.

+ Jj rasime valdymo meniu grupéje ,,Duomenys®.
« Prie$ kviesdami ,,Solver®, turime parengti misy uZdavinj atitinkand&iqg ,.Excel® lentele.

» Be sprendinio, priedas ,Solver® papildomai pateikia ir nemaZai po optimizacinés
analizés elementy. Juos pateikia darbalapiuose Answer Report, Sensitivity Report ir
Limits Report, kuriuos pats ir suformuoja.

~Maple® galimybés optimizavimo uZdaviniams spresti
Trumpai aptarsime ,,Maple® sistemos galimybes:
* Paketas ,,Simplex”
* Paketas ,,Plots®: funkcija inequal()
* Paketas ,,Optimization®
~Simplex® paketo galimybés sistemoje ,Maple®:
o Galima grafiskai pavaizduoti sistemas, kurios turi iki trijy kintamuyjuy;
e Yra daug pagalbiniy komandy su paaiskinimais;

e Pakete yra nemazai pavyzdziy, kaip spresti Siuo metodu;
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e Yra galimybé sugrupuoti kintamuosius norima tvarka;

e Trikumas — nepateikiama sprendimo eiga.
Tiesinio programavimo uZdavinio pavyzdys .Maple® sistemos paketu ,,Optimization®
[> with(Optimization);
sistema := {x-3*y-6*g = 11, y+z+2*g = 13};
funkcija := 5*x++*y+3*z+g;
salygos :={g>=0,x>=0,y>=0, z>=0};
LPSolve(funkcija, sistema, assume = nonnegative, maximize);

sistema = {x—3y—6g=11_y+z4+2g=13}
finkcija =fx+4y+3z+ g
salgos = {0 =g 0=x0=<31 0=z}
[302.000000000001. [g= 0. x=50.0000000000001, y=13_z=0.]]

Pastebime, kad ir kitu ,,Maple® sistemos paketu anks&iau sprestas uZdavinys formuoja tq patj
atsakyma.

Matematinio modelio sudarymo ir jo realizavimo ,Maple® sistema pavyzdys
Duota sqlyga:

* Nustatyti, koks turi bati gaminamas 4 rGsiy produkcijos P1, P2, P3, P4 kiekis, jeigu
kiekvienai produkcijos rasiai reikalingi trejopi istekliai: darbas, Zaliava, finansai. IStekliy
kiekis, reikalingas produkcijos vieneto pagaminimui, vadinamas sgnaudy norma.

* Sgnaudy normos ir pelnas, gaunamas uz kiekvieng produkcijos vienetg, bei turimy
iStekliy kiekis nurodyti lenteléje:

Pelnas 60 70 120 130 max

Darbas 1 1 1 1 <= 16
Zaliavos 6 5 4 3 <= 110 .
Finansai 4 6 10 13 <= 100

Optimaliame sprendinyje galimi du atvejai:

1) produkcijo gaminama, kintamuyjy reik§més teigiomos;

2) produkcija negaminama, kintamyjy reik§més lygios nuliui.
Nustacius optimalumo kriterijumi pelng, sudarome sistemqg

F = 60x; + 70x, + 120x3 + 130x, — max
X1 +x, +x3+x, <16
6x; + 5x; + 4x3 + 3x, < 110
4x, + 6x, + 10x53 + 13x, < 100
x120;,x,20;x3=20;x, =0;
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Cia x; yra j-osios produkcijos kiekis.

Gautos sistemos grafiskai nejmanoma iSspresti, nes yra 4 kintamieji. Todél bandysime

iSspresti ,Maple® sistema:

[> with(plots);

with(simplex);

n1 ;= x1+x2+x3+x4 <= 16;

n2 = 6*x1+5*x2+4*x3+3*x4 <= 110;

n3 = 4*x1+6*x2+10*x3+13*x4 <= 100;

sistema := {n1, n2, n3};

funkcija := 60*x1+70*x2+120*x3+130%*x4;

salygos := {x1 >= 0, x2 >= 0, x3 >= 0, x4 >= 0};
sprend := maximize(funkcija, sistema union salygos));
a := readstat("iveskite koeficienta a= ")
f:=a*sprend[1]+70*sprend[2]+120*sprend[3]+130*sprend[4]

sprend = {xI =10, x2=0,x3=6, x4 =0}
F=60x] +70x2+ 120x3 + 130x4=1320
Rezultaty aptarimas:
e IS gauty rezultaty iSplaukia, kad optimalus sprendinys bus toks:
kai x1=10, x2 =0, x3 = 6, xk = 0O, tai tikslo funkcija f = 1320;
e Radome optimaly sprendinj — tai tik pirmas etapas;
e Toliau reikia vykdyti uzdavinio analize:
1. Tirti tikslo funkcijos koeficiento pakeitimo jtakg;

2. Tirti istekliy apribojimo pakeitimo jtakgq.
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